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ȼ ɞɚɧɧɨɣ ɫɬɚɬɶɟ ɚɜɬɨɪɨɦ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧ ɦɟɬɨɞ ɨɰɟɧɢɜɚɧɢɹ ɫɨɝɥɚɫɨɜɚɧɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ ɦɟɠɥɚɛɨɪɚ-
ɬɨɪɧɵɯ ɢɡɦɟɪɟɧɢɣ, ɩɨɡɜɨɥɹɸɳɢɣ ɭɦɟɧɶɲɢɬɶ ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɺɧɧɨɫɬɶ ɨɰɟɧɤɢ ɩɨ ɫɪɚɜɧɟɧɢɸ ɫ ɢɡɜɟɫɬɧɵɦɢ ɦɟɬɨ-
ɞɚɦɢ. Ɇɟɬɨɞ ɨɫɧɨɜɚɧ ɧɚ ɜɵɞɟɥɟɧɢɢ ɜ ɧɟɫɨɝɥɚɫɨɜɚɧɧɵɯ ɞɚɧɧɵɯ ɧɚɢɛɨɥɶɲɟɝɨ ɫɨɝɥɚɫɨɜɚɧɧɨɝɨ ɩɨɞɦɧɨɠɟɫɬɜɚ 
ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɨɜ, ɧɟɨɩɪɟɞɟɥɺɧɧɨɫɬɢ ɤɨɬɨɪɵɯ ɧɟ ɭɜɟɥɢɱɢɜɚɸɬɫɹ ɩɪɢ ɜɵɱɢɫɥɟɧɢɢ ɫɨɝɥɚɫɨɜɚɧɧɨɝɨ ɡɧɚɱɟɧɢɹ.
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In this article, the author proposed a method for estimating the consensus value of interlaboratory measurement 
results, which makes it possible to reduce the uncertainty of the consensus value in comparison with the known 
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methods. The method is based on the selection of the largest consist subset of the results, the uncertainties of which 
do not increase when calculating the agreed value in the inconsistent data.
Keywords: interlaboratory measurements, inconsistent data, consensus value, uncertainty
Применение межлабораторного эксперимента при 
характеризации стандартных образцов и другие зада-
чи метрологии приводят к необходимости оценивания 
значения измеряемой величины  по данным измере-
ний ,{ }i ix u , 1,=i n (результат измерения и его стан-
дартная неопределённость), полученных в n независи-
мых лабораториях. Часто предполагают нормальность 
распределений погрешностей. В этом случае оценкой 
максимального правдоподобия значения измеряемой 
величины является взвешенное среднее
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есть квадрат стандартной неопределённости (диспер-
сия) оценки (1). При этом статистика
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имеет хи-квадрат распределение и должен выполнять-
ся хи-квадрат тест, т. е.
2 ( ; 1)≤ −χ P ng ,
где 2 ( ; 1)−χ P n  –  P –  квантиль хи-квадрат распреде-
ления с n – 1 степенями свободы. В этом случае счи-
тается, что данные ,{ }i ix u , 1,=i n согласованы. Если 
условие (4) не выполняется, то данные не согласованны. 
Это говорит о том, что результаты измерений некото-
рых лабораторий содержат систематические погреш-
ности, не включённые в заявленные неопределённости.
Несогласованность данных, то есть разброс резуль-
татов измерений xi между лабораториями может быть 
смоделирован с помощью нормального распределения 
с центром в искомом значении измеряемой величины 
 и межлабораторной дисперсией ı2. В этом случае 
для согласования данных стандартные неопределённо-
сти каждой лаборатории увеличивают с 2iu до 2 2+σiu ,
1,=i n  и далее вычисляется взвешенное среднее 2σx  
и его дисперсия 2
2
σu по формулам (1) и (2) с новыми 
весами. Известны методы оценивания параметра ı2, 
например метод максимального правдоподобия, Der 
Simonian-Laird или алгоритм Mandel –  Paule [1].
В последнем значение параметра ı2 находят 
из уравнения
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исходя из того, что статистика в левой части (5) при 
надлежащем выборе значения ı2 имеет хи- квадрат 
распределение и, следовательно, математическое 
ожидание, равное n–1. После увеличения описанным 
образом неопределённостей результатов измерений 
лабораторий данные становятся согласованными.
Очевидным недостатком такого подхода является 
не всегда оправданное увеличение неопределённостей 
результатов измерений всех лабораторий и, как след-
ствие, увеличение неопределённости искомой оценки 
значения измеряемой величины. В настоящей работе 
предлагается более экономный в отношении увеличе-
ния неопределённости способ согласования данных 
с помощью выделения в них максимальной уже согла-
сованной части результатов измерений, неопределён-
ности которых нет нужды увеличивать.
Воспользуемся схемой, предложенной в [2]. Если 
условие согласованности (4) для n лабораторий не вы-
полняется, упорядочим пары данных ,{ }i ix u , 1,=i n
так, что
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Отбросим данные лаборатории с номером n и зано-
во пересчитаем оценки (1), (2) и хи-квадрат статисти-
ку (3) для n–1 лабораторий. Будем повторять процесс, 
пока при некотором k впервые выполнится условие 
согласованности
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Таким образом, мы выделили максимальное подм-
ножество согласованных данных возможным размером 
k = 2,…, n. Далее в [2] предлагается считать данные, 
не входящие в найденное подмножество, статистиче-
скими выбросами и отбросить их, полагая оценкой 
согласованного значения kx . Это оправданно если 
(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
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размер согласованного подмножества велик, а число 
выбросов мало, но для общего случая такой подход 
представляется слишком расточительным. Мы пред-
лагаем не отбрасывать результаты лабораторий, не по-
павшие в наибольшее согласованное подмножество, 
а лишь увеличить их неопределённости до уровня, не-
обходимого для согласования.
Рассмотрим параметрическое семейство статистик
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где параметр Ȝ  0 задаёт увеличение дисперсий 
у части данных, не входящих в наибольшее согла-
сованное подмножество. При надлежащем выборе 
значения параметра Ȝ (8) есть оценка измеряемой 
величины и её дисперсия, (9) –  статистика хи-ква-
драт, построенная с учётом увеличения дисперсий 
несогласованной части данных. В предположении, 
что разброс результатов измерений в группе дан-
ных, не входящих наибольшее согласованное под-
множество описывается нормальным распределе-
нием c дисперсией ı2, статистика (8) при значении 
параметра Ȝ = ı2 имеет хи-квадрат распределение 
с n–1 степенями свободы и математическим ожида-
нием равным n–1. Это даёт основание по аналогии 
с Mandel –  Paule алгоритмом (5) выбрать значение 
параметра Ȝ из уравнения
g(Ȝ) = n–1
Трудность заключается в том, что уравнение (10) 
в отличие от уравнения (5) не всегда имеет решение. 
Дифференцируя (9), не трудно показать, что
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и, следовательно, функция g(Ȝ) монотонно убывает 
с ростом Ȝ, причём
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Отсюда с учётом условия (7) для наибольшего со-
гласованного подмножества следует, что уравнение (10) 
имеет решение тогда и только тогда, когда
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Выполнение условия (13) зависит только от соот-
ношения числа лабораторий n и размера найденного 
наибольшего согласованного подмножества k. При 
достаточно малых k оно выполняется и решение урав-
нения (10) легко может быть найдено численно. Оно 
является статистической оценкой межлабораторной 
дисперсии ı2. При подстановке его в формулы (8) мы 
получаем аналог Mandel-Paule оценки согласованного 
значения и квадрат его стандартной неопределённости.
Если условие (13) не выполняется и уравнение (10) 
не имеет решения, то необходимое значение Ȝ можно 
найти из неравенства
2 ( ; 1)( ) −≤ χλ P ng ,
которое непосредственно имеет смысл усло-
вия согласованности данных всех n лабораторий. 
Неравенство (14) всегда имеет решение. Покажем это. 
Из (12) и условия согласованности (7) вытекает, что для 
произвольного İ > 0 и достаточно больших Ȝ выполня-
ется неравенство
g(Ȝ) 2 ( ; 1)≤ − +χ εP k
Из свойств хи-квадрат распределения следует, что 
2 ( ; 1)−χ P k < 2 ( ; 1)−χ P n  если k < n. Выберем 
2 2( , 1) ( ; 1)= − − −ε χ χP n P k  и при подстановке 
в (15) получим доказываемое неравенство (14).
В случае когда оценка для параметра ı2 выбирается 
путём решения неравенства (14), для квадрата неопре-
делённости взвешенного среднего (8) следует исполь-
зовать корректирующий множитель Бирге
2 2 2
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σ σ σ
σ χ
cor
g P nu x u u
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Таким образом, предлагаемый алгоритм при согла-
сованных данных (k = n) даёт стандартное решение (1), 
при несогласованных данных (1 < k < n) по построе-
нию гарантирует меньшую неопределённость, чем ре-
комендуемые в [1] методы и лишь в случае отсутствия 
согласованного множества (k  1) эквивалентен им (со-
впадает с Mandel –  Paule алгоритмом).
Проиллюстрируем работу предлагаемого алгоритма 
на примере оценки согласованного значения резуль-
татов межлабораторных измерений высшей теплоты 
сгорания для стандартного образца состава каменного 
угля 20 лабораториями.
На рис. 1 результаты лабораторий и их расши-
ренные неопределённости выстроены в соответ-
(8)
(9)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(10)
Рис. 1. Стандартный образец состава каменного угля
Fig. 1. Reference material of coal composition
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ствии с алгоритмом так, что в левой части оказа-
лось выделенное наибольшее согласованное под-
множество. В данном случае оно состоит из 10 ла-
бораторий, то есть составляет половину от числа 
участников эксперимента. Оставшиеся участники 
в соответствии с алгоритмом расположены в поряд-
ке возрастания несогласованности их результатов. 
Вертикальным пунктиром показано увеличение рас-
ширенной неопределённости этих результатов для 
согласования данных в соответствии с алгоритмом. 
В данном случае оценка межлабораторной диспер-
сии ı2 была найдена как решение уравнения (10),
так как для P = 0.95, k = 10, n = 20 условие (13)
2 (0.95;9) 16.9 19= <χ
выполняется и уравнение (10) имеет решение (рис. 1). 
Соответствующее согласованное значение на графике 
изображено в виде сплошной горизонтальной линии, 
а границы его расширенной неопределённости в виде 
горизонтальных пунктирных линий.
